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Projecto de circuitos combinatorios

1. Dominio e operacoes légicas

1.1. Dominio

O projecto de circuitos combinatdrios fundamenta-se numa algebra cujas operagdes sdo feitas
num dominio com apenas dois valores. Em Arquitectura de Computadores designam-se esses
dois valores por ‘0" ¢ 1° .

Neste dominio definem-se trés operacdes elementares: AND, OR e NOT. Por exemplo, a
operacdo AND opera dois valores e d4 os seguintes resultados:

e o0ANDde ‘0’ com ‘0’ dd 0,
e o0ANDde ‘0’ com ‘1’ dd ‘0’
e o0ANDde ‘1’ com ‘0’ dd 0,
e oANDde ‘1’ com ‘1’ dd ‘I’

Com estes quatro casos fica completamente definida a operagdio AND. Como o dominio tem
apenas dois valores, s6 existem quatro formas diferentes de combind-los: ‘0’ com ‘0’; ‘0’ com
‘1’; ‘1’ com ‘0’ e ‘I’ com ‘I’. Uma vez que foram apresentados os resultados para todas as
operagdes que se podem realizar, nada mais ha a acrescentar sobre a operacio AND. No
entanto, existem formas mais compactas de representar estes conceitos.

1.2. Tabela de verdade

Um das formas de representaco ¢ através de uma tabela de verdade. Uma tabela de verdade
indica, de uma forma sintética, o resultado da operacdo para todas as combinacdes possiveis
dos valores dos operandos.

A tabela de verdade do AND ¢ representada no quadro anexo. Na primeira

linha vemos que o AND de ‘0’ com ‘0’ dd ‘0’; na segunda linha vemos que o i)( 2)( Al:D
AND de ‘0’ com ‘1’ dd ‘0’; e assim sucessivamente. 0 1 0
1 0 0
A tabela tem quatro linhas, que correspondem a todas as combinagdes possiveis | | 1
dos valores de X e Y no dominio {0, 1}: ‘00, ‘01°, ‘10’,e ‘11°.
A ordem de apresentacdo ¢ arbitrdria. A tabela ao lado, onde as mesmas
combinacdes aparecem por outra ordem, também descreve a operacio AND, X Y| AND
uma vez que dd os mesmos resultados para as mesmas combinacdes dos (1) (1) (1)
operandos. 1 0 0
0 1 0

" Os valores 16gicos ‘0°/*1” sdo muitas vezes designados por ‘low’/*high’, ou ‘falso’/*verdadeiro’,
respectivamente.
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No entanto, a ordem da primeira tabela é mais natural porque, embora nio seja o que estd em
causa, pode ser lida por ordem numérica! De facto, a sequéncia ‘00°, ‘01’, ‘10°, ‘11’ pode ler-se
como a representacdo em base 2 dos nimeros 0, 1, 2 e 3. Nao havendo um critério melhor, serd
sempre usada esta ordenacdo das possiveis combinagdes dos bits.

1.3. Notacao algébrica

Voltando ao principio: o AND opera sobre dois valores, dando como resultado um terceiro
valor, todos no dominio {0, 1}.

Dito de outro modo: o AND € uma funcdo de duas varidveis do dominio {0,1} dando um
resultado dentro do mesmo dominio. Usando os mecanismos de notag¢do vulgares, designando
por X, Y duas varidveis independentes e por Z o resultado da fun¢do, pode-se escrever:

Z=F(X,Y) sendo que Y, X, Z € {0, 1} e F(0,0)=0, F(0,1)=0, F(1,0)=0 e F(1,1)=1

Algebricamente, representa-se a operagdo AND pelo simbolo ‘-’ (ponto). Usando esta notacdo a
funcdo AND pode ser escrita como:

Z=X-Y com 0-0=0, 0-1=0, 1-0=0 e 1-1=1

1.4. Notacao esquematica

Em dltima andlise, o objectivo do estudo destas operagdes € o projecto ou a andlise de circuitos.
Para esse efeito, a representacdo esquematica € particularmente ttil.

Em notacdo esquemdtica, o AND representa-se pelo seguinte simbolo:

X —
DA

O simbolo denota que, dados dois valores X e Y, o resultado Z comporta-se segundo a defini¢cao

do AND. Tal como na expressdo Z=F(X,Y)=X-Y, o simbolo é claramente direccionado: a

esquerda aparecem as varidveis independentes, X e Y; a direita tem-se o resultado (a varidvel
dependente) Z.

No contexto da notacdo esquemdtica, € habitual designar por entradas as "varidveis
independentes” e por saidas as varidveis dependentes.

Assim, diz-se que o simbolo anterior tem duas entradas X, Y e uma saida Z que comporta da
seguinte maneira: se ambas as entradas forem 1, a saida serd também 1. Se uma ou ambas as
entradas forem 0, a saida sera 0.

Exemplo: se X=0 e Y=1 tem-se que Z=0; com X=1 e Y=I1 tem-se que Z=1.

' o D

—_
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1.5. Operacoes elementares: AND, OR e NOT

As operacdes bdsicas que vao ser utilizadas definem-se do modo indicado na seguinte tabela,
usando as vdrias notagdes introduzidas (tabela de verdade, notacdo algébrica e notagdo
esquematica):

AND OR NOT
Z=FX,Y)=X-Y Z=FX,Y)=X+Y Z=FX)=X
X Y| AND X Y| OR X | NOT
0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Tanto o OR como o AND operam sobre dois valores. Tal como j4 foi visto, o AND sé da ‘1’
quando ambos os operandos sdo ‘1’, dando ‘0’ nos restantes casos. J4 o OR s6 d4 ‘0’ quando
ambos os operadores sdo ‘0’, dando ‘1’ quando pelo menos um dos operando é ‘1°.

O NOT (negagdo) € undrio: opera sobre um valor e d4 como resultado um outro valor; se o
operando for ‘0’ 0o NOT d4 ‘1’ e se o operando for ‘1’ o NOT da ‘0’.

1.6. Comutatividade e associatividade do AND e do OR

E f4cil verificar que o AND € uma operagado comutativa, ou seja, a condi¢ao

XY=YX,

verifica-se para todos os valores possiveis de X e Y. Neste caso basta ver que as
operagdes ddo o mesmo resultado para as combinagdes ‘01’ e ‘10°, ou seja,
que se tem 0-1 = 1.0.

Da mesma forma, € facil de verificar que a operacdo OR também é comutativa, ou
seja,

X+Y = Y+X.

—_—_—_m, O O O Ol
_— O O = = O O
—_0 = O = O = O|N

Também ndo ¢ dificil verificar que a operagdo AND € associativa, ou seja,
X-Y)Z2=X- (Y 2).

Nesta expressdo os parénteses tém o significado habitual: indicam que a operacdo que esta entre
paréntesis se deve fazer primeiro. Tomando como exemplo X=1, Y=1 e Z=0, tem-se:

e pela expressdo da esquerda: (1-1)-0=1-0=0;
e pela expressdo da esquerda: 1-(1-0) =1-0=0;

dando o mesmo resultado em ambos 0s casos.
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Pode-se demonstrar esta propriedade fazendo os célculos para todos os valores possiveis de X,
Y e Z — neste caso para as 8 combinagdes binarias indicadas na tabela.

Da mesma forma, é fécil verificar que a operacdo OR também é uma operacdo associativa, ou
seja,

X+Y)+Z=X+(Y+72).
A propriedade associativa permite estender as operacdes AND e OR para n varidveis. Assim, a
expressdo X-Y-Z é um “AND de trés varidveis” que corresponde, indistintamente a (X-Y) -Z ou

X:(Y-Z). Em termos esquemdticos representamos um AND com trés entradas, que substitui
indistintamente um dos dois arranjos possiveis com ANDs de 2 entradas:

) =
YDI}F YDI}F

27

1.7. Elementos neutro e absorvente do AND e do OR

Outra caracteristica importante das operagdes € a existéncia de elemento neutro ou de elemento
absorvente.

2

E facil verificar que o ‘0’ é elemento absorvente da operagdo AND: todas as combinagdes de
operandos que envolvem pelo menos um ‘0’ — ‘0-0’, ‘0-1” e ‘1-0’ — ddo como resultado ‘0’. Por
outras palavras, se um dos operandos da operagdo AND for ‘0’ entdo o resultado da operacdo é
‘0’. Pode-se dizer que:

X-0 =0, seja qual for o valor de X.
No caso do OR, o ‘1’ € o elemento absorvente: todas as combinac¢des em que esta presente pelo

menos um ‘1’ — ‘0+1°, ‘1+0’ e ‘1+1° — ddo como resultado ‘1°. Dito de outro modo, na operagio
OR, basta um dos operandos ser ‘1’ para o resultado ser ‘1’. Pode-se dizer que:

X+1 =1, seja qual for o valor de X.

O elemento absorvente é o valor que faz com que o resultado seja ele préprio. O elemento
neutro € o valor que ndo condiciona o resultado.

No caso do AND, o elemento neutro € o ‘1°. Isso quer dizer que para todas as combinac¢des onde
um dos valores € ‘1’ o resultado € igual ao outro valor: 0-1 =0e 1-1 = 1. Tem-se entdo que:

X-1 =X, independentemente do valor de X.
No caso do OR, o elemento neutro € o ‘0’. Isso quer dizer que, em todas as combinagdes onde
um dos valores seja ‘0’, o resultado € o outro valor: 0+0 = 0 e 140 = 1. Ou seja, tem-se:

X+0 =X.
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O seguinte quadro sintetiza estas propriedades:

AND OR
£l X1 =X X+0 =X
emento ]
neutro X X X X
1 — 0
X0=0 X+1 = 1
Elemento X — 0 X
absorvente 0 — ] D 1

2. Circuitos légicos

2.1. Expressao algébrica e tabela de verdade
Tomando por exemplo a expressao algébrica
F=XY+XZ,
pode-se verificar que esta conjuga vdrias das operagdes elementares definidas no ponto anterior.

A uma expressao algébrica corresponde também um circuito e a uma tabela de verdade.

A tabela de verdade pode ser obtida calculando o valor da expressdo para

todas as combinacdes das varidveis envolvidas. Neste exemplo, temos 3
varidveis (X, Y e Z) pelo que as combinagdes possiveis sio 2°=8, como se
ilustra na tabela. Para preencher a tabela, calcula-se o valor 1égico de F para
cada uma das combinagdes. Por exemplo:

e para ‘000’ obtém-se F=0-0+0-1=0
e para ‘010’ obtém-se F=0-1+0-1=0
e para ‘100’ obtém-se F=1.0+1-1 =1

_—m == O O O Of 4
—_—_ 0 O = = O O
—_ 0 = O = O = O|N
el ]

Repare que na construgdo da tabela de verdade se usou o critério definido anteriormente: as
combinagdes bindrias aparecem pela ordem numérica dos niimeros que representam. A primeira
— ‘000’ — corresponde ao nimero 0, a segunda — ‘001’ — corresponde ao nimero 1 e assim

sucessivamente até se chegar a combinacdo ‘111°, que corresponde ao nimero 7 (o maior
nuimero inteiro representdvel com 3 bits).

Esta ordenacdo ¢é facil de se obter usando um pequeno truque empirico: primeiro preenche-se a
coluna da varidvel mais a direita, neste caso o Z, com a sequéncia “01010101”, alternando ‘0’s
com ‘1’s; depois preenche-se a coluna do Y, alternando dois ‘0’s com dois ‘1’s, ou seja,
“001100117; finalmente o X, alternando de quatro em quatro, o que d4 “00001111”.

2.2. Circuitos

Utilizando os simbolos definidos na sec¢do 1.5, o esquema de um circuito que corresponda a
expressao algébrica anterior pode ser qualquer um dos seguintes:
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Z —{ ] Z—{ >

As duas figuras sdo inteiramente equivalentes. Na primeira, a entrada X divide-se em dois
ramos; na segunda menciona-se duas vezes a mesma varidvel X como entrada.

E também comum representar as negacdes (NOTs) com pequenas “bolinhas” que aparecem nas
entradas das restantes portas ldgicas. Isto permite obter representacdes como as que se seguem,
onde a negacdo da varidvel Z é representada desse modo. As representacdes dos circuitos sdo
obviamente equivalentes as anteriores.

XY Z
Y ]
X —
F
X | F
/Z —
+—a

Repare que na ultima representagdo os pontos de ligacdo sdo explicitamente marcados com um
“ponto negro”. Os cruzamentos entre linhas que ndo estdo marcados com pontos nio
representam qualquer ligacao.

2.3. Agrupamentos e paréntesis

Na expressao anterior os parénteses foram omitidos. A expressdo completa seria:

F=(xY)+(x(2)).

onde os parénteses t€m o significado habitual: a expressdo dentro dos parénteses tem que ser
calculada primeiro, sendo substituida pelo respectivo resultado para continuar o cédlculo da
expressdo. Quando os parénteses sdo omitidos, existe uma ordem de precedéncia dos
operadores: primeiro vem o NOT, depois o AND e finalmente o OR.

Considere agora a expressiao

F=X(Y+7Z),

que é equivalente a anterior. Neste caso os parénteses sao necessarios e explicitam que primeiro
deve ser feito o OR entre Y e a negagdo de Z e sé depois se faz o AND entre esse resultado e X.
Pode-se verificar que o resultado é equivalente ao anterior, construindo uma nova tabela de
verdade. Por exemplo:

® paraa sequéncia ‘000’ tem-se F=0-(0+1) =0-1=0
e paraasequéncia ‘100’ tem-se F=1-(0+1)=1-1=1
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Uma representacdo do circuito correspondente poderia ser qualquer um dos seguintes esquemas:

H4 uma forma particular de agrupamento implicito que € o agrupamento através de uma barra

de negacdo. A barra indica a negagdo da expressdo contida por baixo dela, denotando
implicitamente um par de parénteses que englobam essa expressdo. Sendo assim, a expressdo:

F=X+Y.Z

tem o mesmo significado que:

F=(x+v)-)

O circuito correspondente é:

z— N x
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3. Sintese de circuitos

3.1. Termos minimos

Considere agora o problema da sintese de um circuito, ou seja, o problema de, dada uma tabela
de verdade, obter a expressdo algébrica e o circuito que funciona de acordo com essa tabela de
verdade.

Tomando a tabela de verdade anexa como exemplo, ndo é dificil chegar a

conclusdo de que uma expressdo algébrica para a funcdo ldogica
correspondente é dada por:

F=XYZ

Para chegar a essa conclusio, repare que a tabela de verdade exibe apenas um

_— = OO O O A4
—_—_ 0 O = = O O
—_0 = O = O = O|IN
S o oo = o |-

‘1’, para a combinacao de entrada ‘010’, isto €, para os valores de X=0, Y=1

e Z=0. Para as restantes combinagdes o resultado da sempre ‘0’.

Uma expressdao do género XYZ s6 dé resultado ‘1’ para uma tunica combinacdo da tabela de
verdade. Efectivamente, a expressdo sé dd ‘1’ quando os valores das variaveis conduzirem a que
todos os termos do AND sejam ‘1’. E isso s6 acontece para uma combinacio em particular —
neste caso sé acontece quando os valores das varidveis conduzem a expressao

0-1-0=1-1-1=1

Assim, o termo XYZ s6 dé ‘1’ quando X=0, Y=1 e Z=0. Para qualquer outro conjunto de
valores a expressao da ‘0’. Por exemplo:

para X=0, Y=0, Z=0 daria 0-0-0=1-0-1=0;
para X=1, Y=1, Z=0 daria 1-1-:0=0-1-1=0; etc...

Uma expressdo do género da anterior — um AND entre todas as varidveis da fungdo, em que
cada uma delas aparece negada ou nio — designa-se por fermo minimo. Sdo termos minimos,
por exemplo:

XYZ XYZ XYZ XYZ

N3ao sdo termos minimos, por exemplo:

e X7, porque ndo envolve todas as variaveis;

e X+Y+Z , pois nem sequer € um AND;

. )_(YZ, porque ndo contém apenas varidveis isoladamente negadas ou nao.
3.2. Notacao sintética

Considerando de novo uma tabela com trés varidveis, € facil de verificar que neste caso existem
8 termos minimos, um por cada combinagio.
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O processo de obter o termo minimo correspondente a uma dada combinagdo das varidveis de
entrada € f4cil: onde a combinacdo tem ‘0’, nega-se a varidvel respectiva; onde a combinacio
tem ‘1’ aparece a varidvel sem estar negada.

Por exemplo, para a combinacdo ‘011’ temos primeiro X negado, depois Y, e finalmente Z sem

estar negado. O termo minimo correspondente a essa combinagdo € portanto XYZ.

Substituindo os valores das varidveis pelos valores da combinagdo daria 0-1-1=1.

Por vezes € conveniente interpretar as combinagdes bindrias da tabela de verdade como se
fossem niimeros (apesar de muitas vezes ndo ser isso que elas representam). J& foi mencionado
que isso permite definir um critério para ordenar a apresentagdo da tabela de verdade onde, por
exemplo, a combinagdo ‘011’ (que representa também o nimero bindrio 3) aparece depois de
‘010’ (ndmero 2) e antes da ‘100’ (ndmero 4).

Pelo mesmo critério, os termos minimos designam-se por ndmeros — designa-se por #1; 0 termo
minimo associado a combinagao bindria que representa o nimero i. Assim,

my é o mesmo que XY Z (000)
my € 0 mesmo que XYZ (001)
mg € 0 mesmo que X YZ (110)
m;éomesmoque XYZ (111)

3.3. Soma de termos minimos

Considere agora a fungdo representada na tabela de verdade ao lado. E facil

verificar que a funcio pode ser escrita de acordo com a seguinte expressao:
F=XYZ+XYZ
A funcdo tem dois ‘1’s: um para a combinacdo ‘001’, outro para a

combinacdo ‘101°. Para se chegar a expressdo, juntaram-se através de um OR
os termos minimos correspondentes a cada um desses ‘1°s.

_— = OO O O A4
—_—_ 0 O = = O Ol
—_0 = O = O = O|N
comcoc o mae|lm

De seguida apresenta-se com mais detalhe o raciocinio que conduziu a esse
resultado.

Olhando para uma fun¢do descrita por uma tabela de verdade, podem-se definir dois grupos de
combinacdes: aquelas para as quais a funcdo da ‘1’ e aquelas para as quais a funcdo da ‘0’. O
primeiro grupo é composto pelos chamados “uns da funcdo” e o segundo grupo é composto
pelos “zeros da funcdo”.

Considere agora uma expressdo que seja a soma logica (OR) dos termos minimos
correspondentes aos I’s da funcdo. Vejamos o resultado de uma expressao deste tipo para cada
um dos dois grupos mencionados.

Tomando uma combinacio que esteja no grupo dos /s da fungdo temos a seguinte situacao:
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e 0 termo minimo correspondente estd na expressio, logo a expressdo vai dar ‘1’ para essa
combinacio;

e como a expressdo global € um OR, € suficiente que um dos termos minimos seja ‘1’ para
que o resultado final seja também ‘1’ tal como se pretende.

Tomando agora uma combinagdo que esteja no grupo dos 0’s da fungdo. Nesse caso o termo
minimo correspondente ndo estd na expressdo. Os termos minimos presentes na expressao dardo
sempre ‘0’ para essa combinagdo e logo o resultado final serd também ‘0’, como se pretende.

Exemplo: considere de novo a expressao anterior
F=XYZ+XYZ

Seja uma combinagdo do grupo de I’s da funcdo, por exemplo ‘001°. Neste caso o termo
minimo estd presente na funcio e o resultado serd ‘1’:

F=0-0-1+..=1+...=1

Considerando agora uma combinag¢do pertencente ao grupo dos 0’s da fungdo, por exemplo
‘111°. Neste caso o termo minimo correspondente (que seria 0 XYZ) ndo estd presente. Como
todos os termos minimos presentes ddo ‘0’ para esta combinacio, o resultado final serd a soma
de dois ‘0’s.

F=1-1-1+1-1-1=0-0-1+1-0-1=0+0=0

Os exemplos anteriores ilustram sempre casos com 3 varidveis. E claro que os conceitos se
aplicam, na mesma forma para qualquer nimero de varidveis.

Por exemplo,

® numa situagdo com 2 varidveis os termos minimos sao 4;

® numa situagido com 4 varidveis os termos minimos sao 16.

ISCTE-IUL Arquitectura de Computadores 14



4. Simplificacao através de mapas de Karnaugh
4.1. Simplificacao

Considere a tabela de verdade anexa.

A funcdo representada tem dois ‘1’s. A expressdo algébrica pode ser a que
obtém somando os dois termos minimos correspondentes:

F=XYZ+XYZ
O circuito correspondente pode ser o seguinte:

XY z

_— = = OO O O A4
—_—_ 0 O = = O O
—_0 = O = O = OIN
c oo o m o = c|m

| N RS

Acontece que, como se verda mais a frente, esta expressdo pode ser simplificada para:

YZ+XYZ
Z(Y+Y)
Z-1

F

RNl

N

Quer isto dizer que a expressao X Y Z+ XYZ da sempre o mesmo resultado que XZ. Sendo
assim, em vez do circuito anterior pode-se ter para o mesmo efeito o seguinte circuito (que é

Xi
D

No primeiro circuito usavam-se dois ANDs (de 3 entradas), um OR e dois NOTs. No segundo

bem mais simples):

circuito, foram usados apenas um AND e um NOT para implementar a mesma fungao.

Anteriormente foi vista uma forma automdtica de deduzir uma expressdo algébrica (e
consequentemente um circuito) para implementar uma funcdo definida por uma tabela de
verdade. Esta sec¢do descreve um processo de simplificar essa expressao de modo a obter um
circuito mais simples para implementar a mesma tabela de verdade.
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4.2. Representacao num mapa de Karnaugh

Um mapa de Karnaugh é uma forma de representacdo de uma funcio légica, através de uma
tabela de duas entradas, com tem algumas particularidades.

Considere-se de novo uma fungdo l6gica de 3 varidveis, designadas por X, Y e Z. Para este caso
(3 varidveis) um mapa de Karnaugh tem a seguinte estrutura:

YZ
X 00 01 11 10

O mapa de Karnaugh tem neste caso 8 casas, que correspondem as 8 combinagdes possiveis dos
valores de trés varidveis. No canto superior esquerdo encontra-se a casa para o valor
correspondente a combinagdo ‘000°, ao lado encontra-se lugar para a combinagdo ‘001°, depois
para a combinacdo ‘011’ e finalmente, no canto superior direito, estd a casa para a combinagao
‘010’. Na linha de baixo temos, da esquerda para a direita, as casas correspondentes as
combinagdes ‘100°, ‘101°, ‘111 e “110°.

Sinteticamente, o quadro seguinte indica a posi¢do correspondente a cada um dos 8 termos
minimos definidos por uma funcdo de 3 varidveis:

YZ
X 00 01 11 10

0 Mo | My | M3 | M2

1 |mg|ms|my|mg

Exemplo: uma tabela de verdade e a respectiva representacdo num mapa de Karnaugh:

X Y Z| F

0O 0 0] 1

0 0 1] 0 YZ

o 1 0] 1 X N\ 00 01 11 10
R ol 1]|o]ol1
1 0 0] 1

1 0 1] 1 1]1(1]1]0
1 1 0| 0

1 1 1| 1

4.3. Adjacéncias

Contrariamente ao que foi indicado na sec¢do 1 como prética a adoptar, repare que num mapa
de Karnaugh a combinacdo correspondente ao par YZ ndo estd representa por ordem
“numérica” — estd representada na ordem ‘00’, ‘01°, ‘11°, ‘10’, que corresponde a sequéncia dos
nameros 0, 1, 3, 2.
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Neste caso ¢ assim mesmo que se deve proceder e este € um ponto fulcral: esta ordem faz com
que entre casas adjacentes do mapa, apenas varie um bit da combinagdo bindria
correspondente.

A partir daqui diz-se que duas combinag¢des bindrias sao adjacentes se diferem apenas num bit.
Assim, por exemplo:

e ‘000’ e ‘001’ sdo adjacentes
e ‘110’ e ‘100’ sdo adjacentes

e ‘101’ e ‘110’ ndo sdo adjacentes.

O mapa de Karnaugh é construido de forma que as combinagdes adjacentes ocupem posicoes
também adjacentes na tabela. Pode verificar que para cada combinagdo de 3 bits ha trés outras
combinacdes que lhe sdo adjacentes — justamente todas as que se obtém trocando um dos bits.
Por exemplo, as combinag¢des adjacentes a ‘010’ sdo:

e ‘110’ — trocando o bit da esquerda;
e ‘000’ — trocando o bit do meio;

e ‘011’ —trocando o bit da direita.

Observando de novo o mapa de Karnaugh e assinalando as combinacdes bindrias
correspondentes a cada casa do mapa, pode-se verificar que, para todos os casos, as trés
combinacdes adjacentes sdo as que se encontram nas trés casas vizinhas.

YZ
X 00 01 11 10

0 | ooo | 001 | 011 | 010

1 | 100|101 | 111 ] 110

O quadro seguinte representa, como exemplo, as adjacéncias da combinagdo ‘001’:

YZ
X 00 01 11 10

O | co0<€-0013011 | 010
L

v
1 (100|101 | 111 | 110

Quanto as casas ocupadas pelos cantos, considere por exemplo a combinag¢do ‘010°. Para esse
caso, o mapa deve ser visto como um cilindro, de modo a que as casas da coluna mais a
esquerda sejam vizinhas das da coluna mais a direita. As adjacéncias de ‘010’ sdo portanto as
indicadas no seguinte mapa:

YZ
X 00 01 11 10

Opr000 | 001 | 0114010+

1|| 100 | 101 | 111 | 110
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4.4. Simplificacao através do mapa de Karnaugh

Considere novamente a seguinte tabela de verdade, que se traduz pelo mapa de Karnaugh

indicado.

X Y Z F

0O 0 O 0

0 0 1| 1 YZ

0 1 1 1 olof1]|1]oO
1 0 O 0

1 o0 1 0 11]0(0]0|O0
1 1 0 0

1 1 1 0

Quer através da tabela de verdade, quer através do mapa de Karnaugh, pode-se ver que a funcio
tem apenas dois ‘1’s, um correspondente a combinacdo ‘001’ e outro a combinagdo ‘011°. Uma
expressdo algébrica para F poderia portanto ser:

F=XYZ+XYZ
Acontece que usando o mapa de Karnaugh se consegue obter facilmente uma expressio
simplificada. Para isso juntam-se os dois ‘1’s adjacentes, tal como o indicado na figura.

YZ
X 00 01 11 10

olof[1][1]flo

i{fo0ojo0|l0]O

Considerando o agrupamento indicado deduz-se a expressdo algébrica correspondente aplicando
0 seguinte raciocinio:

2

e Como o valor de X para ambas as casas do agrupamento ¢ ‘0’, fica X;
e O agrupamento engloba dois valores de Y, por isso Y ndo vai entrar na expressao;

¢ O agrupamento apanha apenas um valor de Z. Como esse valor é ‘1’ fica Z;

A expressio final vai ficar portanto F = XZ

Basicamente, um mapa de Karnaugh permite fazer as simplificagdes algébricas de uma forma
grafica. O procedimento para esse efeito consiste em construir agrupamentos de ‘1’s
pertencentes a casas adjacentes. Mas atengdo que o nimero de ‘1’s dentro de cada agrupamento
tem que ser uma poténcia natural de 2. Isto quer dizer que se podem fazer agrupamentos com 2,
4,8, 16, ... ‘1’s adjacentes.

Para cada agrupamento deduz-se uma expressdo algébrica aplicando a seguinte regra pratica:
para cada varidvel, vém-se os valores que ela toma nas posi¢des do grupo considerado: se variar
(i.e. se tomar valores ‘0’ e ‘1’) a varidvel é descartada; se tomar apenas o valor ‘1’ a varidvel
fica; se tomar apenas o valor ‘0’ a varidvel fica, mas aparece negada. A expressio algébrica
correspondente € a que se obtém fazendo AND entre as varidveis que ficam.
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Exemplo: no mapa de Karnaugh indicado representa-se um agrupamento que junta dois ‘1’s
adjacentes colocados em dois cantos adjacentes do quadro.

O raciocinio € idéntico — para o grupo assinalado no quadro: Yz
o X \_ 00 01 11 10
e X tem sempre o valor ‘0’, logo fica X; —:I -
’ ’ 111 0] 0|1

e Y varia, e portanto ndo aparece na expressio;

e verifica-se que Z tem também o valor >0, logo fica Z .

A expressio serd entio F=X Z
Neste outro exemplo pretende-se ilustrar o que acontece quando se tém quatro ‘1’s adjacentes.

Aplicando o0 mesmo raciocinio:

YZ
e X varia, logo sai; X 00 01 11 10
e Y varia e também sai; ofofl1[1]lo
e Ztem o valor ‘1’, logo fica Z. 11oll1 11!l o

A expressdo final ¢ F=7Z

4.5. Obter uma expressao simplificada

Os exemplos anteriores mostram como se obtém a expressao algébrica para um grupo isolado.
No entanto, ¢ comum aparecerem vdrios grupos dentro do mesmo mapa de Karnaugh. De uma
forma geral, quando se quer obter uma expressao algébrica simplificada a partir de um mapa de
Karnaugh, aplica-se o seguinte procedimento:

1. obter todos os grupos possiveis, juntando em cada grupo o maior nimero possivel de
‘I’s adjacentes (em grupos de 2, 4, 8, 16, ...);

seleccionar um conjunto de grupos de forma a apanhar todos os ‘1’s;
3. obter a expressao final juntado num OR as expressdes obtidas para cada um dos grupos.

Exemplo: Considere o seguinte mapa (apenas foram representados os ‘1’s da fungdo, ja que é
isso que interessa; as casa vazias representam os ‘0’s da funcao).

YZ
X 00 01 11 10

1 1

A fungdo tem trés ‘1’s que se podem agrupar segundo os dois grupos indicados. O grupo
organizado ao alto corresponde 4 expressio YZ; o outro (organizado na horizontal)
corresponde a expressio XZ .

A expressao resultante é a soma (OR) desses dois termos, ou seja:

F=XZ+YZ
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A estratégia a seguir € formar agrupamentos de ‘1’s com a maior dimensdo possivel, mesmo
que isso conduza a sobreposi¢des.

O resultado final € evidente:

e se calcular a expressdo para uma combinagdo que nao faca parte de qualquer grupo todos os
termos dardo ‘0’, logo o resultado final sera ‘0.

Exemplo: ‘000’ ==>F=10+1.0=0+0=0
e se calcular a expressdo para uma combinagdo incluida apenas num tnico grupo, um dos
termos dara ‘1’ e os restantes ‘0’, sendo o resultado final ‘1°.
Exemplo: ‘011’ =>F=0.1+1.1=0+1=1
e Se calcular a expressdo para uma combinagdo incluida em varios grupos, os termos
correspondentes a esses grupos dardo ‘1°, sendo o resultado final também 1°.
Exemplo: ‘010’ =>F=1.1+1.1=1+1=1

Exemplo:

; A . ~ . YZ
Neste mapa existem trés ‘I’s: dois deles estdo em casas adjacentes 4\ 00 o1 11 10

permitindo formar um grupo que corresponde a XZ; o outro est4 isolado, 0 KR
formando um grupo que contém apenas um ‘1’ e que corresponde ao 1

termo minimo XY Z.

A expressao final é:

F=XZ+XYZ

Em suma, num mapa de Karnaugh com 3 varidveis, podem ser feitos os seguintes
agrupamentos:

e um ‘1’ isolado, obtendo-se um termo com 3 varidveis (termo minimo);
e dois ‘1’s adjacentes, obtendo um termo com 2 variaveis;
e quatro ‘1’s adjacentes, obtendo um termo com 1 varidvel;

e oito ‘1’s adjacentes, obtendo um termo sem varidveis (o valor constante ‘1°).

O nimero de ‘I’s que formam um grupo tem que ser uma poténcia de 2, e os agrupamentos
feitos tém que ter a forma de rectdngulos ou de quadrados.

Exemplos:

YZ Yz Yz
X 00 01 11 10 X 00 01 11 10 X 00 01 11 10

o|[T] 1 o| |[1] 0 BE

1] 1 1 11| |1 1|1111|

F=XY+2Z F=XZ+XYZ F=X+Z
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4.6. Mapas de Karnaugh com 4 variaveis

A estrutura de um mapa de Karnaugh com 4 varidveis € a indicada no quadro seguinte, que
mostra os termos minimos e as posicdes correspondentes. A ordem de preenchimento, partindo
de uma tabela de verdade, € a indicada pela sequéncia de termos minimos.

YZ
wx\_ 00 01 11 10

00 Mo | My | M3 | M2

01 Mg | Ms | M7 [ Mg

11 [myz[mys| mys| mys

10 [ mg [ mg | my1|myo

Importa reparar que a troca na ordem da sequéncia se verifica agora também para o par WX, tal
como j& acontecia num mapa de 3 varidveis para o par YZ — ambos seguem a sequéncia ‘00’,
‘or’, ‘117, ‘01°.

Cada combinagdo tem agora 4 casas adjacentes. O quadro anexo YZ
wx X\ 00 01 11 10

mostra as adjacéncias do termo m; — WXYZ (0111), que séo:
00 | mo [ my [ mg | mp

m;— WXYZ (0011) 01 | ma | ms+-mrt me
J— J— &L

ms — YXY% (0101) 11 [ Moz | Mg | Mys [ Mya

me— WXYZ (0110) 10 | mg | mg | my1| myo

mis— WXYZ (1111)

Tal como j4 foi salientado, um mapa de Karnaugh deve ser entendido vz

de uma forma circular, quer no sentido do par YZ (como foi visto nos WX 00 01 11 10

mapas de 3 varidveis) quer no sentido do par WX. O quadro seguinte 00t m, | m, m34,_m:J

ilustra, por exemplo, as adjacéncias da combinacio m, - WX Y Z
(0010), que sao:

01 My | Ms | M7z | Mg

11 | miz| myg | mys | myy

m; — WXYZ (0011) 10 | mg | mg |myq | Mo
me— WXYZ (0110) =
my— WXYZ (1010)

my— W X Y Z (0000)

Num mapa de Karnaugh com 4 varidveis podem fazer-se os seguintes agrupamentos:

e um ‘1’ isolado, obtendo um termo com 4 varidveis (termo minimo);
e dois ‘1’s adjacentes, obtendo um termo com 3 variaveis;

e quatro ‘1’s adjacentes, obtendo um termo com 2 variiveis;

e oito ‘1’s adjacentes, obtendo um termo com 1 variavel;

e 16 ‘1’s adjacentes, obtendo um termo com 0 varidveis (o valor constante ‘1’);

Para obter a expressdo correspondente a um grupo aplica-se a mesma regra prética que ja foi
vista a propdsito dos mapas de 3 varidveis. Observe agora os seguintes exemplos:
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Exemplo 1:

Neste caso temos um grupo de dois ‘1’s adjacentes. Considerando as duas posi¢des deste grupo

t :
€mos que Y7

e W varia (tem dois valores para o grupo), logo sai; WX\ 00 01 11 10

e X tem o valor 0, logo fica X; 00 |L|
¢ Y tem o valor 0, logo fica Y; 01
e Ztem o valor 1, logo fica Z. 11

A expressio é F=XYZ 10 ITI

Exemplo 2:

Neste caso temos um grupo com quatro ‘1’s adjacentes. Considerando as quatro posicdes deste
grupo temos que:

e W varia, logo sai; WX \§ 00 01 11 10

e X tem o valor 1, logo fica X; 00

® Y varia, logo sai; o1 1 1

e Ztem valor O logo, fica 7 111 1 1
A expressdo é F=XZ 10

Exemplo 3:

Neste exemplo temos um grupo com oito ‘1’s adjacentes. Considerando as oito posi¢des do
grupo € facil de verificar que X € a Unica varidvel que permanece com valor 16gico constante e

igual a 1. Sendo assim:
YZ

A expressio é F =X wx .00 01 11 10
00

o1 1 f{1(1]1

Myt 1 111
10

Exemplo 4:

Um grupo muito caracteristico é o que aparece pela adjacéncia dos quatro cantos do mapa.
Neste caso, considerando as quatro posi¢des do grupo, temos que:

YZ
® Y varia, logo sai; wx \_00 01 11 10
e 7 tem valor, 0 logo fica Z: 00| 1 1
e W varia, logo sai; 01
e X tem valor 0, logo fica X ; 11
A expressio é F=XZ 101 1 1
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Nos seguintes exemplos estdo presentes diversos agrupamentos de 1’s dentro do mesmo mapa

de Karnaugh:
YZ YZ YZ
wx\_00 01 11 10 wx N\ 00 01 11 10 wx N\ 00 01 11 10
oo |1] K IREE 00| 1 1
01 01 1 01
11 11 1 11 11
10 [[1 [ 1] 10 [ {1 10 | 1 1 {1
_! =
F=WXY +XYZ F=YZ+WXZ+WXZ F=XZ+WY
YZ YZ \74
wx\_ 00 01 11 10 wx\_ 00 01 11 10 wx N\ 00 01 11 10
00| 1 o0|[1]1]1]1 00 |[1 |1/ 1
01 RIERE 01 01
11 NIENIE 11 i 11
10 1 ERIEIERE N ERIEREE
1 1
[ I
F=WXYZ+ XZ+ XY + WYZ F=X+WYZ F=WX + XY + XZ
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5. Algebra de Boole

5.1. Propriedades elementares

Os fundamentos do projecto de circuitos 16gicos combinatdrios assentam na dlgebra de Boole.
Anteriormente j4 foi visto que esta dlgebra funciona num dominio de 2 valores, designados por
‘0’ e ‘1’. As operagdes basicas definidas neste dominio sd3o o AND, o OR e o NOT, tal como
vimos na seccéo 1.

Face as estas defini¢Oes sdo vdlidas as seguintes identidades:

AND OR
(1) Elemento neutro X-1=X X+0=X
(2) Elemento absorvente X-0=0 X+1=1
(3) Identidade X-X=X X+X=X
(4) Contrario X-X=0 X+X=1
(5) Prop. Comutativa XY=Y-X X+Y=Y+X
(6) Prop. Associativa X-(Y-Z2)=(X-Y)-Z X+(Y+2)=(X+Y)+Z
(7) Prop. Distributiva X-(Y+Z)=XY+XZ X+(Y-2)=(X+Y) (X+2)
(8) Regras de DeMorgan X Y=Y+X X+Y=Y X

As expressdes em (1) dizem que ‘1’ é o elemento neutro do AND e que ‘0’ é o elemento neutro
do OR. Estas identidades podem ser facilmente demonstradas por exaustdo dos valores
possiveis das varidveis envolvidas, que sdo apenas dois: o ‘0’ e o ‘1’. Por exemplo, podemos
demonstrar a expressdo (1) para o OR fazendo as duas tunicas operacdes possiveis para a
expressao:

e para X=0, que da 0+0 = 0 ou seja o valor de X

e para X=I1, que dd 1+0 = 1 ou seja, também, o valor de X;

As expressoes em (2) indicam que o AND de qualquer coisa com ‘0’ d4 sempre ‘0’, ou seja, que
‘0’ é o elemento absorvente do AND e que, da mesma forma, o ‘1’ é o elemento absorvente do
OR. As expressdes em (2) podem ser generalizadas a outras situagdes, por exemplo:

XYZ+Z+1=10u X-Y-Z-0=0

As expressdes em (3) indicam que perante um AND ou um OR entre dois termos semelhantes
se pode cortar um deles. Por exemplo:

XYZ+XYZ=XYZ ou (X+Y) - (X+Y)=X+Y

As expressoes em (4) mostram que um AND ou um OR entre um termo e a sua negagdo dao ‘0’
e ‘1°, respectivamente. Por exemplo:

AB+AB=1ou (X+Y+Z) - X+Y+Z=0
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As expressdes em (5) e (6) indicam que as operagdes AND e OR s@o comutativas e associativas,
como j tinha sido referido na seccdo 1.

As expressdes em (7) indicam que a operagdao AND ¢ distributiva relativamente ao OR e que a
operacdo OR € também distributiva relativamente ao AND.

As expressdes em (4) e (7) relacionam-se muito directamente com

YZ
x \_00 01 11 10

as simplificagdes feitas através do mapa de Karnaugh. Considere,

por exemplo, o agrupamento descrito no mapa anexo. Os dois ‘1’s
representados correspondem aos termos minimos: 0 111

F=XYZ+XYZ 1

O agrupamento no mapa de Karnaugh corresponde a simplificacdo
algébrica
F=XYZ+XYZ

XZ(Y +Y)
X

XZ-1

X

N

Relembre que uma adjacéncia no mapa de Karnaugh corresponde a duas combinacdes que
diferem apenas num bit. Nessas condicdes, a duas combinacdes correspondem também a dois
termos minimos que diferem apenas numa varidvel (num deles aparece negada e no outro nao).
Ao fazermos desaparecer a varidvel que varia no grupo esti-se na realidade a fazer a
simplificacdo algébrica do mesmo modo que o ilustrado no exemplo.

As expressdes em (8) sdo as chamadas leis de DeMorgan. A primeira diz que a negagdo da
soma (OR) é o produto (AND) das negacdes. A segunda diz que a negacdo do produto (AND) é
a soma (OR) das negacdes.

5.2. Alguns exemplos

Exemplo 1 — Manipulagdes simples:

a) X+XY=X(1+Y)=X

b) XY +XY=X(Y+Y)=X

C) X+XY=(X+X)X+Y)=X+Y

d) X(X+Y)=X+XY=X(1+Y)=X

&) X+YV)(X+Y)=XX+XY+XY+YY=X

f) X(X+Y)=XY

Exemplo 2 — Complicar para depois simplificar

X+XY=X+X)X+Y)=X+Y ou X(1+Y)+XY=X+XY+XY=X+YX+X)=X+Y
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Exemplo 3 — Teorema do Consenso

Pretende-se mostrar que
XY +XZ+YZ=XY + XZ

assim:

XY + XZ+YZ = XY + XZ + YZ(X + X)

= XY + XZ + XYZ + XYZ
=XY(1+2Z) + XZ(1+Y)

= XY + XZ

Exemplo 4 — Mapa de Karnaugh

YZ

A funcdo representada no MK corresponde a X 00 o0t

F=XYZ+XYZ+XYZ,
e simplifica-se para:

F=XYZ+XYZ+XYZ
=XYZ+XYZ+XYZ+XYZ
= XZ(Y +Y) + YZ(X + X)
=XZ1+YZ1
=XZ+YZ

11

10
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6. Dualidade OR—-AND

6.1. Principio

As propriedades da dlgebra de Boole evidenciam um principio que é o chamado principio da
dualidade: a partir de uma expressdo valida pode-se obter uma outra expressao vélida trocando
os ‘0’s por ‘1’s e os ANDs por ORs. Esta troca permite obter propriedades relacionadas com o
OR a partir das propriedades correspondentes relacionadas com o AND, e vice-versa.

Por exemplo, partindo da propriedade “elemento absorvente do OR™:
X+1=1,

se trocarmos 0 OR por AND e os ‘1’s por ‘0’s obtém-se a propriedade “elemento absorvente do
AND”:

X-0=0.
6.2. Termos maximos

A forma de obter um circuito combinatério a partir de uma tabela de verdade normalmente é
feita com base nos ‘1’s da fun¢do (os termos minimos). Com o principio da dualidade, pode-se
reformular este processo, fazendo-o neste caso com base nos ‘0’s da funcgio.

Considere-se por exemplo a tabela de verdade anexa. Pode-se obter o circuito correspondente
partindo dos termos minimos, e neste caso chega-se a fungio:

F=XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ

Tal como ja foi visto, um termo minimo € uma expressdo que consiste num
AND entre todas as varidveis (negadas ou ndo). Por consequéncia, s6 da ‘1’
para uma das combinacdes de valores possiveis das varidveis. Por exemplo, a
combinacio ‘001” corresponde o termo minimo X Y Z que sé d4 ‘1> quando
todos os termos do produto forem ‘1’ (a combinagdo ‘001”).

_— = OO O O A4
—_—_ 0 O = = O O
—_O0 = O = O = O|IN
S e e DD e | P

O dual de um termo minimo designa-se por termo mdximo.

Um termo méaximo opera sobre todas as varidveis (negadas ou nao) através de um OR e, com
base no principio da dualidade, sé da ‘0’ para uma das combinacdes de valores possiveis das
varidveis. Por exemplo, 2 combinacio ‘011” corresponde o termo méaximo X +Y +Z, que s6 d4
zero quando todos os termos da soma forem ‘0’.

Dada uma combinag¢do bindria, a regra pratica para obter o termo minimo é negar as varidveis
correspondentes aos ‘0’s da combinagao; para o termo maximo, a regra pratica serd entdo negar
as varidveis correspondentes aos ‘1’s da combinagdo, como € feito nos seguintes exemplos:
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Combinacao Termo minimo Termo maximo

000 XYZ X+Y+Z
001 XYZ X+Y+Z
111 XYZ X+Y+Z

De modo andlogo ao que acontecia com os termos minimos, pode-se também obter uma
expressdo para qualquer funcio l6gica na forma produto de termos mdximos. Para tal, basta ver
na tabela de verdade quais os termos maximos correspondentes aos ‘0’s da fun¢do e junta-los
num produto légico.

Por exemplo, na tabela de verdade anterior, o produto de termos maximos correspondente € o
seguinte:

F=(X+Y+2) (X+Y+Z) X+Y+2Z)

6.3. Simplificacao pelos ‘0’s

Anteriormente foi visto que, usando um mapa de Karnaugh obtém-se uma expressdo
simplificada formando grupos de ‘1’s adjacentes. Usando o principio da dualidade, também se
pode obter uma expressao simplificada com base nos ‘0’s adjacentes.

Considere o mapa de Karnaugh anexo. Em cada grupo excluiram-se as YZ
x \_00 01 11 10

varidveis para as quais hd variacdo do valor dentro do grupo. As

restantes formam um termo produto (AND) em que as varidveis que

tém valor constante ‘0’ aparecem negadas. A expressdo final € a soma 1|1 1]] o E_
(OR) dos termos assim obtidos.

Para este caso obtém-se: F=Y + XZ

Aplicando o principio da dualidade, em cada grupo excluem-se as varidveis para as quais ha
variagdo do valor dentro do grupo. As restantes formam um termo soma (OR) em que as
variaveis que tém valor constante ‘1’ aparecem negadas. A expressdo final € o produto (AND)
dos termos assim obtidos.

~ . YZ
Neste caso tem-se entio: X 00 01 11 10
* o grupo vertical sai X; ficam Y e Z ambos a ‘1’: Y +Z o|1|1(o0]oO
® o grupo horizontal sai Z; ficaX a‘0’eYa‘l’: X +Y 11111 Iil 1

A expressao final é:

F=(Y+Z) (x+Y)

Como seria de esperar, ambas as expressdes obtidas para F sdo equivalentes:

F=(Y+Z) (X+Y)=Y+XZ

Para demonstrar, basta aplicar a distributividade do OR em relagao ao AND.
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7. Operacoes e portas logicas derivadas

Além das portas 16gicas NOT, AND e OR existem outras portas 16gicas disponiveis para montar
circuitos. Estas portas 16gicas correspondem a operacdes ldgicas derivadas, isto €, que se podem
definir a custa das operacdes basicas NOT, AND e OR.

7.1. NAND e NOR

A funcdo NAND ¢ dada por F =XY e pode ser descrita pela tabela de verdade
anexa. O NAND € uma operagdo que dd como resultado a negacdo do AND (dai
o nome NAND - “NOT AND”). Sendo assim, s6 dd ‘0’ quando ambos os
operadores sdo ‘1’ e d4 ‘1’ nos restantes casos.

A representagdo esquematica de uma porta NAND ¢é dada pelo seguinte simbolo:

Xi
e

Ou seja, uma porta AND seguida com uma “bolinha” que representa a negacdo. Em alternativa,

e com base nas regras de DeMorgan, tem-se que:

Y=X+Y,

o que indica que uma porta NAND € o mesmo que uma porta OR com as entradas negadas.
Sendo assim, outra possivel representacdo de uma porta NAND ¢é dada pelo simbolo:

X
e

O NOR ¢ a operagao dual do NAND. O resultado do NOR ¢é exactamente a X
negacdo do OR: s6 dd ‘1’ quando ambos os valores de entrada sdo 0, como é 0

evidenciado na tabela anexa.

A fungdo l6gica desempenhada por um NOR ¢é dada por F=X+Y e para a sua
representacdo esquemadtica pode-se usar um dos simbolos seguintes:

1> 1 F

O primeiro é a forma directa, que representa 0 NOR como um “OR negado”. O segundo

justifica-se com base na regra de DeMorgan X +Y = XY, que basicamente diz que um NOR ¢é
mesmo que um AND com as entradas negadas.
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7.2. Circuitos normalizados com NANDs

O NAND ¢ uma porta l6gica universal, pois € possivel implementar cada uma das operacdes
elementares NOT, AND e OR usando apenas portas 16gicas NAND. Tal pode ser visto no
seguinte quadro:

Porta Légica Equivalente com NANDs
F=X F=XX=X
NOT
X «D% F X— b F
F=XY F=XY = XY

AND ]
v R X e e
Y — Y -

" e e

O NOR também é uma porta 16gica universal pois usando apenas NORs também é possivel
implementar todas as operacdes basicas NOT, AND e OR.

Uma vez que o NAND pode substituir qualquer das operacdes elementares, qualquer circuito
pode ser construido utilizando apenas NANDs — basta substituir cada porta I6gica AND, OR ou
NOT pela versdo correspondente com NAND:s.

Ou seja: dado um circuito qualquer, para obter o0 mesmo circuito s6 com NANDs substitui-se
cada um dos AND, OR e NOT do circuito original pela versdo correspondente com NANDs, de
acordo com a tabela indicada no ponto anterior.

O método de sintese de circuitos usado normalmente — termos minimos e simplificacio através
do agrupamento dos 1's no mapa de Karnaugh — conduz a circuitos que se apresentam na forma
normalizada ‘“soma de produtos”. Em termos de implementacdo (e deixando de fora as
negacdes) estes circuitos sdo compostos por dois “andares” de portas l6gicas: um primeiro
“andar” com vdrias portas AND, uma por cada termo produto, e um segundo andar composto
por um OR entre o resultado desses mesmos ANDs.

Exemplo:

A expressdo F=YZ+WXZ+W X Z corresponde ao circuito
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Y —
7 —
W ——

X —O

7 —

W ——~C
X —C
Z —Q

W@W

Substituindo os ANDs e OR por NANDs obtém-se o seguinte circuito:

Y —
7 —
W —

X —q
27

W —=C
X —
Z—=Q

%:3

;

m}F

Repare que existem agora situacdes em que aparecem pares de NOTs seguidos. Como X=X,

entdo esses NOTs sdo redundantes e podem-se “cortar”. Resulta assim um circuito que se obtém

a partir do original usando a seguinte regra pratica: basta substituir os AND e OR por NANDs.

Mas atengdo que esta regra empirica s6 se pode aplicar quando a expressao logica estd na forma

normalizada “soma de produtos”.

Y —
7 —
W —

X —C
27

W —C
X —C
Z —(

8,

e

Esta substituicio pode também ser feita graficamente considerando o simbolo usado para

representar o NAND: partindo do circuito original, basta acrescentar “bolinhas” nas saidas dos

ANDs e nas entradas do OR:

Y —
7 —
W ——

X —C

7 —

W —~C
X —C
Z —

Q@W

Relembre que um OR com as entradas negadas € o mesmo que um NAND.

Um outro exemplo. Considere o circuito correspondente a F = XY + Z.

Xi
Y — F
z
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Neste caso hd um termo isolado, o Z, que necessita de ser negado para que a substitui¢do do OR
por NAND nio afecte o resultado. A parte da negacio, o circuito transformado em NANDs ser4
entdo:

Z
Em suma: dado um circuito na forma soma de produtos, pode-se implementar o mesmo circuito
s6 com NANDs
¢ substituindo os ANDs e OR por NANDs;

¢ negando os termos isolados (ou retirando a negacdo se o termo isolado ji estiver, ele
préprio, negado).

7.3. OU-exclusivo (XOR)

O XOR (eXclusive OR) representa uma operacdo légica cujo resultado € ‘1’ quando apenas um
dos operandos é ‘1’. Pode também ser visto como uma operacdo que d4 ‘1’ se as duas varidveis
de entrada tiverem valores diferentes.

Sendo assim, 0 XOR tem a seguinte tabela de verdade:

O XOR representa-se algebricamente por X @Y , e esquematicamente pelo seguinte simbolo:

3 >

Tendo em conta a sua tabela de verdade, o XOR pode ser também definido como:
X®Y =XY+XY

O XOR ¢é uma operagao comutativa e associativa. Ou seja, verifica-se que:

e X®Y=Y®X e

e X®Y)®Z=X0(Y®Z)

Outras igualdades interessantes:

e X®0=X — ‘0’ € elemento neutro do XOR;

e X®1=X —0XOR com ‘1’ funciona como uma negaco.

O XNOR (eXclusive NOR) tem a tabela de verdade anexa. Representa uma
operacdo légica que d4 ‘1’ quando as duas varidveis tém o mesmo valor (chama-

se equivaléncia). Representa-se algebricamente por X@®Y e tem-se que

X®Y=XY+XY.

X
0
0
1
1

_ O = O =
—_ O O | M
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7.4. Funcao impar

A funcdo F=X®Y ®Z correspondente ao XOR entre trés varidveis e tem a

z

tabela de verdade anexa. Repare que o resultado da funcdo é ‘1’ para as
combinacoes de entrada com um niimero impar de ‘1’s. Diz-se por isso que é
a funcdo impar.

Como se pode facilmente verificar, a sua negacdo — F=X®Y®Z - da
resultado ‘1’ para as combinagdes que t€m um ndmero par ‘1’s. A negacdo da

_—— = = O O O O A4
—_—_ 0 O = ~ O O
—_— 0 = O = O = O|N
N - e

fungdo impar serd portanto a fungdo par.

O mapa de Karnaugh destas fungdes evidencia um outro aspecto importante: depois de serem
colocados os ‘1’s no mapa, verifica-se que ndo existem ‘1’s localizados em casas adjacentes,
logo ndo se podem fazer agrupamentos. A expressdo algébrica resultante da soma de termos
minimos ndo é simplificdvel.

YZ YZ
X 00 01 11 10 X 00 01 11 10
0 1 1 01 1
111 1 1 1 1
F=X®@Y®Z F=X®Y®Z

O mesmo “padrdo em xadrez” é exibido para no caso de serem 4 varidveis: a funcdo impar
caracteriza-se por dar ‘1’ para as combinag¢des que t€m um ndmero impar de 1’s (ex: 0001,
0111) e a fungdo par por dar ‘1’ para as combina¢des que t€ém um nimero par de 1’s (ex: 0000,
1100, 1111). Estas fungdes também ndo sdo simplificaveis.

YZ YZ
wx\L 00 01 11 10 wx\ 00 01 11 10
00 1 1 00| 1 1
01 1 1 01 1 1
11 1 1 11 1 1
10 1 1 10 1 1

F=WOX®Y®Z F=WOX®Y®Z

Nestes casos, a Unica forma de minimizar o nimero de portas légicas utilizadas no circuito
correspondente seria a utilizagdo de portas 16gicas XOR.
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8. Projecto de Circuitos Combinatdrios

8.1. Circuito na forma normalizada

Um circuito 16gico combinatério é um circuito de N entradas e M saidas para o qual, em cada
momento, os valores logicos nas saidas dependem apenas dos valores logicos as entradas.

O comportamento de um circuito combinatério pode ser descrito por uma tabela de verdade, que
indica o valor 16gico de cada uma das M saidas para cada uma nas 2" combinacdes possiveis
dos valores das varidveis de entrada.

O método de projecto de um circuito combinatdrio trata cada uma das varidveis de saida a vez.
Por outras palavras, no caso de um circuito combinatdrio ter varias saidas, aplica-se 0 mesmo
método de projecto para se obter uma expressdo lgica para cada uma das saidas.

O método consiste nos seguintes passos:

1. Obter a tabela de verdade da saida;
2. Obter uma fung¢do simplificada usando um mapa de Karnaugh.

7

O resultado deste processo é um circuito em que cada saida aparece na forma normalizada
“soma de produtos”, podendo as varidveis em cada produto aparecer negadas ou nao.

De uma forma geral, um circuito deste tipo implementa-se com:

® negacdes — para as varidveis que aparecem negadas nalguns dos termos;
e AND’s — um para cada termo produto;

¢ OR - para “somar” os termos produto (i.e., para combinar as saidas dos ANDs).

Em alternativa, tal como foi visto na sec¢do 7 pode-se facilmente transformar este circuito de
forma a usar apenas portas NAND ou NOR.

8.2. Minimizar o numero de portas no circuito

No entanto, nem sempre a forma normalizada € a que permite implementar mais facilmente o
circuito. O mapa de Karnaugh permite obter o circuito mais simples na forma “soma de
produtos”, mas que pode ndo ser necessariamente o circuito mais simples considerando outros
aspectos.

Por exemplo, pode-se acrescentar um terceiro ponto ao método que é:

3. Minimizar o nimero de porta légicas do circuito.

Para este ponto ndo serd apresentada nenhuma metodologia especifica. Fica ao critério de quem
projecta o circuito investir mais ou menos tempo com vista a obter uma implementa¢do mais
simples, poupando no material e no tempo de montagem.

Uma possivel técnica que pode ser usada € colocar termos comuns em evidéncia, criando uma
topologia com mais niveis, mas que podera levar a uma poupanca de material. Por exemplo, a
funcdo:
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F=WYZ+WXY ,
pode—se representar CcCOomo:

F=W(YZ+XY).

Assumindo que todas as portas légicas disponiveis t€ém duas entradas, uma implementacio
directa da primeira opcao corresponde a 7 portas l6gicas, 4 ANDs, um OR e duas negagdes. A
segunda opcdo poderia ser implementada com 6 portas légicas — 3 ANDs, um OR e duas
negacoes.

Se existissem também portas légicas com trés entradas, ja poderia ser mais eficiente uma
implementacao da primeira op¢do: dois ANDs de trés entradas, um OR e duas negacdes.

Outro exemplo:
F=XY+XZ,

pode-se representar como
F=X(Y+2Z).

A primeira implementagdo requer trés portas lgicas de duas entradas ao passo que a segunda
apenas requer duas portas légicas.

8.3. Utilizacao de XOR e XNOR

Ocasionalmente pode haver lugar a utilizagao de portas 16gicas XOR ou XNOR. Por exemplo, a
funcado

NI

F=WXYZ+WXYZ,
pode ser representar como:
F=WY (XZ+XZ)=WY(X®2Z)

Neste exemplo foi possivel reduzir de uma forma substancial o nimero de portas légicas
necessarias.

Também nesta tarefa a representacio visual pode ajudar. Veja, por YZ
exemplo, a representagdo do caso anterior num mapa de Karnaugh. wx \_00_01 11 10

.....

O grupo assinalado pelo tracejado a representa a tabela de verdade de :

-
oY o

um XOR entre as varidaveis X e Z. Por outro lado, esse grupo, * /

corresponde ao termo W?; tem-se, portanto, um XOR entre X e Z
quando WY dé ‘1’, ouseja, WY(X®Z). 10

Estes outros exemplos mostram situacdes triviais em que a inspec¢do visual ajuda a reconhecer
a presenca das fungdes par e impar.
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Exemplo 1 YZ
wx X\ 00 01 11 10
Esta ¢ uma situacdo em que a parte de cima (ou seja, a parte 00 1 1
correspondente a W=0) é a funcao impar. o1l 1 ]
F=WX®Y®Z) 11
10
Exemplo 2
Esta é uma situacdo do mesmo género mas mais localizada: “quase” YZ
(15 e - wx \ 00 01 11 10
todos os ‘I’s da funcdo fmpar estdo presentes; mas falta o que se
ituari 3 : : 00 1 1
situaria no grupo WXZ. Logo, tem que se impedir a producdo do ‘1’
nessas circunstincias: 01 1 1
- 11 1 1
F=(WO®X®Y D Z)WXZ 0l
Exemplo 3:
Finalmente, esta ¢ uma situagdo em que estdo presentes todos os ‘1’s WX & 00 01 11 10
correspondentes a funcdo impar e mais um termo que se pode 00 1 1
agrupar.
7 01| 1 1
F=(WO®OX®YDZ)+WXZ » 1 1
o[ |1
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